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:)Rate of Change( متوسط التغير

تعريف:

 تمثل التغير في س 
١
 – س

٢
 فاإن  س = س

 ٢
اإلى س

  ١
اإذا كان ص = )س( اقتراناً، وتغيرت فيه س من س

وتقراأ دلتا س.

( تمثل التغير في ص.
١
( − )س

٢
= )س

 ١
– ص

 ٢
وبناءً على التغير في س تتغير ص، حيث  ص = ص

.4 = 
٢
 = ١ اإلى س

١
  مثال )١(: اإذا كان ص = )س( =٢س + 3 جد س ، ص ،  عندما تتغير س من س

3 = ١ – 4 = 
١
– س

٢
الحل:  س = س

 6 = 5 – ١( =١١( – )4(  = )
١
( – )س

٢
 = )س

١
– ص

٢
        ص = ص

تعريف:

 متوسط التغير للاقتران )س( عندما تتغير س 
)
١
( – )س

٢
)س

١
 –  س

٢
س

 = ١
 –  ص

٢
ص

١
 –  س

٢
س

 = 
ص

س
يسمى المقدار 

  .٢
اإلى س

  ١
من س
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 = 5، اأجد 
٢
= ٢ اإلى س

 ١
  مثال )٢(: اإذا كان ص= )س(= ٢س٢ + 4 ، س  ح ، وتغيرت س من س

متوسط التغير للاقتران )س(.
)
١
( – )س

٢
)س

١
 –  س

٢
س

الحل: متوسط التغير = 

                     
)٢( – )5(

٢ – 5
 =                     

                     
١٢ – 54

٢ – 5
 =                     

١4 =                     

= 3 بمقدار ٢، اأجد متوسط 
١
  مثال )3(: اإذا كان ص= )س( = ١ – 3س ، س  ح ، وزادت س من س

التغير للاقتران )س(.
)
١
( – )س

٢
)س

١
 –  س

٢
س

الحل: متوسط التغير = 

                        
 
١
– س

 ٢
               س = س

5 = 
٢
 – 3      ومنها س

٢
                  ٢  =  س

)3( – )5(

١
 –  س

٢
س

        متوسط التغير = 

8- – ١4-

3 – 5
 =                      

3 - =                      

 = 9 يساوي -6، 
٢
= -٢ اإلى س

١
  مثال )4(: اإذا كان متوسط تغير ال�قتران ص = )س( عندما تتغير س من س

اأجد:       

6 = )٢-( علماً باأن )9( .اأ. التغير في ص                   ب     

      الحل: اأ. التغير في س = س 

 
١
– س

 ٢
= س

 ٢- – 9 =

١١ =
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 = -6، ومنها ص = -6 × ١١ = -66

ص 

١١
 = 

ص

س
متوسط التغير = 

 ١
– ص

 ٢
ب. ص = ص

)٢-( – )9( =           

6 – )9(  = 66-      

  6 + 66- = )9(    

60- =           

اأتذكر: 

ال�قتران ص= )س(،  المجاور يمثل منحنى  الشكل  اإذا كان 

( واقعتين عليه، فاإن ميل 
٢
، ص

٢
( ، ب)س

١
، ص

١
والنقطتان )س

. ١
 – ص

٢
ص

١
 –  س

٢
س

المستقيم القاطع ب = 

١
 – ص

٢
ص

١
 –  س

٢
س

ومتوسط التغير للاقتران ص = )س( يساوي 

اأي اأن متوسط التغير للاقتران يساوي ميل المستقيم القاطع ب.

ـــل المســـتقيم  ـــران ص= )س(، اأجـــد مي ـــى ال�قت ـــى منحن ـــان )-١، -3(، ب)3، 9( عل ـــع النقطت ـــال )5(: تق   مث

القاطـــع ب.

 
ص

س
الحل: ميل المستقيم القاطع ب = 

١
 –  ص

٢
ص

١
 –  س

٢
                 = س

 
3- – 9

١- – 3
 =                                 

3 =         

١
س

١
ص

٢
ص

)
٢
،ص

٢
ب)س

)
١
،ص

١
)س

ص

٢
س س

جـ

ص

س
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س١: اإذا كان ص = )س( =5س – ١ جد س ، ص عندما تتغير س:

3,8 = 
٢
 = ٢ اإلى س

١
       اأ.  من س

٢- = 
٢
 = 4 اإلى س

١
      ب.  من س

س٢: اأجد متوسط التغير للاقتران ص = )س( في الحال�ت ال�آتية:

 4 =
 ٢
= 7 اإلى س

 ١
، عندما تتغير س من  س س – 3 اأ. )س( = 

 = ٢ ، س = 4 
١
ب. )س( = س٢ – ١ ، عندما س

ــتقيم  ــل المسـ ــد ميـ ــران ص= )س(، اأجـ ــى ال�قتـ ــى منحنـ ــان )-٢، 5(، ب)١0،3( علـ ــع النقطتـ س3: تقـ

القاطـــع ب.

 4 =
 ٢
 = ١ اإلى س

١
س4: ليكن ص = )س( اقتراناً، وكان متوسط تغير ال�قتران عندما تتغير س من س

هو ١3، اأجد:

اأ. التغير في ص.

6 = )١( علما باأن )4( .ب

تمارين ومسائل )3-١(
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:)First Derivative( مفهوم المشتقة ال�أولى

تعريف: 

( ( هي: 
١
، )س

١
( عند النقطة ) س

١
المشتقة ال�أولى للاقتران ص = )س

 ،
١
 س=س

اأو ص/
١
س=س

ص 
١( اأو س

/)س
 ويرمز لها بالرمز 

)
١
+س( _ )س

١
)س

س

س  0

)
١
+ هـ( _ )س

١
)س

هـ


هـ  0
 = )

١
/)س

 س = هـ  ، فتكون وللتبسيط يمكن كتابة

/)٢( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة. 
 س( = 5 ، اأجد( اإذا كان :)مثال )١  

 
)٢( _ )٢ + هـ(

هـ


هـ  0
  = )٢(/

  :الحل      

  5 _ 5
هـ


هـ  0

  =              

                       = صفر.

/)١( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة.
 مثال )٢(: اإذا كان ق)س( = 3س، اأجد  

 
)١( _ )١ + هـ(

هـ


هـ  0
 = )١(/

 :الحل      

                              
3)١ + هـ( _ 3)١(

هـ


هـ  0
 =                      

 
3 + 3هـ _ 3

هـ 
هـ  0

 =                      

 
3هـ
هـ 

هـ  0
 =      

3 =              
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/)٢( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة؟
 س( = 3س٢ +١ ، اأجد( اإذا كان :)مثال )3  

)٢( _ )٢ + هـ(
هـ


هـ  0

  = )٢(/
   :الحل      

3)٢ + هـ(٢ + ١ _ )3 × ٢٢ + ١(

هـ


هـ  0
 =                        

3)4 + 4هـ + هـ٢( + ١ _ )3)4( + ١(

هـ


هـ  0
 =                       

  
                      

   
١3 + ١٢هـ + 3هـ٢_ ١3

هـ


هـ  0
 =                       

                      
 

١٢هـ + 3هـ٢
هـ


هـ  0

 =                       

هـ )١٢ + 3هـ(
هـ


هـ  0

 =       

)١٢ + 3هـ(
هـ  0

 =                       

0 × 3 + ١٢ =       
 

١٢ =       

نشاط )١(:

/)4( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة؟
 س( = 5 – ٢س، اأجد( اإذا كان 

 
)4( _ )4 + هـ(

هـ


هـ  0
 = )4(/

 :الحل

     

.............................  =                

5 _ 8 _ ٢هـ + 3
هـ 

هـ  0
  =                

            

............................. =                

٢-  =                



١0

)٢( _ )٢ + هـ(
5هـ


هـ  0

/)٢( = ٢، اأجد 
 ،8 = )٢( اإذا كان :)مثال )4  

)٢( _ )٢ + هـ(
5هـ


هـ  0

      الحل: 

                      

)لماذا؟(   
)٢( _  )٢ + هـ(

هـ 
هـ  0

 ١-
5  =             

/)٢(                                            )لماذا؟(
 ١-

5  =             

 ١ × ٢-
5  =      

٢-
5  =             

  
هـ٢ _ 5هـ

هـ
 مثـال )5(: اإذا كان متوسـط تغيـر ال�قتـران ص = )س( عندمـا تتغيـر فـي الفتـرة ]3، 3 + هــ[ يسـاوي 

.)3(/
 اأجـد

 
هـ٢ _ 5هـ

هـ
 = 

)3( _ )3 + هـ(
هـ      الحل: متوسط التغير = 

 

)3( _ )3 + هـ(
هـ

     
هـ  0

 =
  
)3(/

                 

 
هـ٢ _ 5هـ

هـ
  

هـ  0
 =                          

                                

                                           5- = 
هـ )هـ _ 5(

هـ
  

هـ  0
 =                          

ـــا  + هــــ [ عندم
١
، س

١
ـــرة ] س ـــي الفت ـــران )س( ف ـــر للاقت ـــة متوســـط التغي ( تســـاوي نهاي

١
/ )س

 األ�حـــظ اأن
تـــؤول هــــ اإلـــى الصفـــر.
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نشاط )٢(: 

.)٢(/
 س( باستخدام تعريف المشتقة، ثم اأجد(/

 س( = س٢ + 3 ، اأجد( اإذا كان

..................................... =    
)س + هـ(٢ + 3 _ )س٢ + 3(

هـ
  

هـ  0
/)س(  = 

 :الحل

   
س٢ + ٢س هـ + هـ٢ + 3 _ س٢ _ 3

هـ
  

هـ  0
 =                 

  

........................................ =  
 ٢س هـ + هـ٢

هـ
  

هـ  0
 =                 

          

 )٢س + هـ( 
هـ  0

 =                 

         = ٢س

 ٢( = ٢ × ٢(/
 ومنها   

 4 =                 



١٢

/)س( عند النقطة المعطاة في كل حالة:
 س١: باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة، اأجد

اأ. )س( = ٢س – 7 ، س = -3 

ب. )س( = 3 – س ، س = ٢

جـ. )س( = س٢ + س ، س = 0

/)3( = 8 ، اأجد:
 س٢: اإذا كان

    
)3( _ )3 + هـ(

هـ
  

هـ  0
اأ. 

  
)3( _ )3 + هـ(

٢هـ
  

هـ  0
ب.  

3(( _ )3 + هـ(
هـ

  
هـ  0

ج.   

   

.)3(/
 ٢ اأجد

)-١ + هـ(
س3: اإذا كان متوسط تغير ال�قتران ص = )س( في الفترة ]3، 3 + هـ[ يساوي 

= 5 اإلى 
 ١
 هي التغير في ال�قتران ص = )س( عندما تتغير س من س

7هـ _ هـ٢
4

س4: اإذا كانت ص = 

.)5(/
 5 + هـ ، اأجد = 

٢
س

تمارين ومسائل )3-٢(
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)Differentiation Rules( :)قواعد ال�شتقاق )١

نشاط )١(:

/)٢( حيث )س( = ٢س5 + س3 – ٢س٢ باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة، فبداأ بالحل 
 اإيجاد حاول همّام 

بالطريقة التي تعلمها في الدرس السابق كما ياأتي:

)٢( _ )٢ + هـ(
هـ

     
هـ  0

 = )٢(/


            

٢)٢ + هـ(5 + )٢ + هـ(3 _ ٢)٢ + هـ(٢ _ 64

هـ
     

هـ  0
 = )٢(/



/)٢( ؟
 فوجد صعوبة في اإيجاد هذه النهاية، كيف سيجد همّام

قاعدة )١(: 

/ )س( = صفر.  س  ح.
 س( = جـ   حيث جـ عدد حقيقي، فاإن(  اإذا كان

.)5(/
 ،)س(/

 س( = 3 ، اأجد(  اإذا كان  :)مثال )١  

/)س( = صفر لجميع قيم س  ح
 :الحل      

/)5( = صفر
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ص  في كل من الحال�ت ال�آتية:
  مثال )٢(: اأجد المشتقة ال�أولى س

      ٠  اأ( ص = س4                                  ب( ص = س-5 ، س       

                    ٠  س ، س  ١  س  ٠                      د( ص = 
       ج( ص = س3

        
      الحل: اأ( ص = س4

ص  = 4س4-١ = 4س3 ،  س  ح
                س

              
   ٠  ب( ص = س-5 ، س             

  = -5 س-١5 = -5س-6
ص 
                 س

   

٠  3 ، س-
 ١ = س

             ج( ص = س3

  

  3- 
س4  = 4-

 = -3 × س-١3 = -3س
ص 
                  س

        

٠  س ، س              د(  ص = 

 
١
                      = س٢

، س <٠   ١   
س ٢

 =  ١  
١
٢س٢

 =  
١
٢ ١س

١ = ٢ 
١
١س٢

ص  = ٢
                  س

قاعدة )٢(: 

/)س( = س١ ،  عدد حقيقي.
 = فاإن     س( = س(  اإذا كان

قاعدة )3(: 

اإذا كان ال�قترانان )س(، هـ )س( قابلين للاشتقاق عند س، وكانت   ح، وكان هـ )س( =   )س(، 

)س(. /
  = )فاإن هـ/)س
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.)١-(/
 ،)س(/

 س( = ٢س5 ، جد( اإذا كان :)مثال )3  
       الحل:  )س( = ٢س5 

/)س( = ٢ × 5س5-١ = ١0س4 
               

 4)١-( × ١0 = )١-(/
               

١0 = ١ × ١0=                        

قاعدة )4(: 

اإذا كان ال�قترانـــان ك)س(، ع)س( قابليـــن للاشـــتقاق عنـــد س، وكان )س( = ك)س( + ع)س(، 

س(  ( ع/  + س(  ( ك/  = س(  ( / فاإن

/)0( ؟
 ، )س(/

 س( = ك)س( + ع)س(، جد( ،٢س = )مثال )4(: اإذا كان ك)س( = س٢ ، ع)س  

/)س( = ك/)س( + ع/)س(   
  :الحل      

                       = )٢س( + )٢(

                       = ٢س + ٢

٢ = ٢ + 0 × ٢ = )0(/
                

قاعدة )5(: 

ـــاإن  ـــد س، وكان )س( = ك)س( − ع)س(، ف ـــتقاق عن ـــن للاش ـــان ك)س(، ع)س( قابلي اإذا كان ال�قتران

/)س( = ك/)س( − ع/)س(

ويمكن تعميم القاعدتين السابقتين لتشمل اأكثر من اقترانين.

)3(/
 ،)س(/

 س( = س٢ − 5س + 6 ، جد( اإذا كان :)مثال )5 

          الحل: )س( = س٢ − 5س + 6  

/)س( = ٢س − 5 + صفر 
                 

5 − 3 × ٢  =  )3(/
                 

١ =                          
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/)١( ؟ 
 س( = ك)س( − ٢ع)س(، جد( ٢ وكان = )مثال )6(: اإذا كان ك/)١( = 3، ع/)١  

/)س( = ك/)س( − ٢ع/)س(
 :الحل      

/)١( = ك/)١( − ٢ع/)١(
              

  ٢ × ٢ − 3 =                      

 ١- =                      

)س + هـ( _ )س(

هـ
     

هـ  0
 ١ ، س  صفر ، اأجد 

  مثال )7(: اإذا كان )س( = س

/)س(  
 = 

)س + هـ( _ )س(

هـ
     

هـ  0
       الحل:  

 ١-
 ١ = س

               لكن )س( = س

   ٢-
/)س( = -١س

           

     ١-   
س٢    =                                                                            

    ١-   
س٢  = 

)س + هـ( _ )س(

هـ
     

هـ  0
    ومنها 
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 علماً باأن )س( = س3 − س .
)٢( _ )٢ + هـ(

هـ
     

هـ  0
س١: اأجد  

ص  ال�قترانات ال�آتية:
 س٢: اأجد س

       ١  
٢

        اأ( ص = 

        ب( ص = 5س + 3س٢ 

  4     ، س < صفر
س

        جـ(  ص = 

في كل حالة مما ياأتي: 
س=١

س3: اأجد ص/

 0  5س ،  س + 
 3  
س٢

       اأ( ص = 
        

س٢           ب( ص = 7س٢ + 3

س4: اإذا كان ع)س( = 3س4 + ب س٢، وكانت ع/)١( = ٢٢ ، اأجد قيمة الثابت ب.

تمارين ومسائل )3-3(
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سبق واأن قدمنا في البند السابق قواعد اشتقاق جمع اقترانات وطرحها، وكذلك مشتقة اقتران مضروب في عدد ثابت، 

وسنتناول في هذا البند مشتقة ضرب اقترانين، ومشتقة قسمة اقترانين.  

)Differentiation Rules( :)قواعد ال�شتقاق )٢

قاعدة )١(: 

اإذا كان )س(، هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق، وكان ل)س( = )س( × هـ)س( فاإن 

/)س( وبالكلمات
 × )س( × هـ/)س( + هـ)س( = )ل/)س

ل/)س( = ال�قتران ال�أول × مشتقة ال�قتران الثاني + ال�قتران الثاني × مشتقة ال�قتران ال�أول

 عند س = ٢.
ص 
 س

  مثال )١(: اإذا كان ص = )س٢ + 3س + ٢()5س + ١( اأجد

       الحل: ص = )س٢ + 3س + ٢()5س + ١(

ص  = ال�قتران ال�أول × مشتقة ال�قتران الثاني + ال�قتران الثاني × مشتقة ال�قتران ال�أول 
             س

ص  = )س٢ + 3س + ٢ ( × 5 + )5س + ١( × )٢س + 3(
             س

)3 + 4( × )١ + ١0( + 5 × )٢ + 6 + 4( = 
س = ٢

ص  
             س

 ١37 = 77 +  60   =                         

اأفكر واأناقش: هل هناك طريقة اأخرى للحل؟ 

  مثال )٢(: اإذا كان ك)٢( = 5، ك/)٢( = 3، ع)٢( = 4 ، ع/ )٢( = 6 وكان )س( = ك)س( × ع)س(،    

.)٢(/
 اأجد       

/)س( = ك)س( × ع/)س( + ع)س( × ك/)س( 
 :الحل     

/)٢( = ك )٢( × ع/)٢( + ع)٢( × ك/)٢(  
             

 3 × 4 + 6 × 5 =                     

  ١٢  +  30  =                     

4٢ =                     



١9

/)س(.
 اأجد ، 

5
٢  س ، 

3س + ١

٢س − 5
  مثال )3(: اإذا كان )س( = 

       
المقام × مشتقة البسط − البسط × مشتقة المقام      

)المقام(٢
/)س( =  

 :الحل       

 
)٢س − 5( × 3 − )3س + ١( × ٢

)٢س − 5(٢
 =                       

    ١7-     
)٢س − 5(٢

 = 
)6س − ١5( − )6س + ٢(

)٢س − 5(٢
 =                       

/)٢( = -١، )٢( = ١ ، هـ)٢( = ٢ 
 0 ، وكان  )هـ)س ، 

)س( 
هـ )س(

  مثال )4(: اإذا كان ل)س( = 

                   ل/)٢( = -٢ جد هـ/ )٢(.
  

 
/)س( − )س( × هـ/)س(

 × )هـ)س
)هـ )س((٢

       الحل: ل/)س( = 

                 
/)٢( − )٢( × هـ/)٢(

 × )هـ)٢
)هـ )٢((٢

              ل/)٢( = 

 

  
٢ × -١ − ١ × هـ/)٢(

٢(٢(
 =    ٢-                

                  -8 = -٢ − هـ/ )٢( ومنها هـ/ )٢( = 6

قاعدة )٢(:

، )س(، هـ )س( اقترانين قابلين للاشتقاق هـ )س(  ٠ فاإن:
)س( 
اإذا كان ال�قتران ل)س( = هـ )س(

 
/)س( − )س( × هـ/)س(

 × )هـ)س
)هـ )س((٢

 ل/)س( = 

المقام × مشتقة البسط − البسط × مشتقة المقام      

)المقام(٢
وبالكلمات ل/)س( = 



٢0

/)١( علما باأن هـ )١( = ٢ ، هـ/)١( = 3
 ١ ، اأجد-  س ،

هـ)س(
س+١

  مثال )5(: اإذا كان )س( = 

                  
)س + ١( × هـ/ )س( − هـ)س( × ١

)س + ١(٢
/)س( = 

 :الحل       

)١ + ١( × هـ/ )١( − هـ)١(
٢(٢(

 = )١(/
              

٢هـ/ )١( − هـ )١(

4
 =                      

 
٢ − 3 ×٢

4
 =                      

          
4

4
 =                      

             

١ =                      



٢١

تمارين ومسائل )4-3(

ص  لكل من ال�قترانات ال�آتية:
  س١: اأجد س

         اأ. ص = )٢س + 5( )3 − س3(   
   

 س  -3 ، عندما س = ١ 
   س   
س + 3

         ب. ص = 

/)3( علماً باأن )س( = س٢ − س + 5 .
 س٢: اأجد

 

س3: اإذا كان )س( = س٢ + 3س، وكان ل)س( = )س( + 3هـ)س(، هـ)٢( = 5، هـ/)٢( = ١،       

       اأجد ل/)٢(.

/)٢(؟
 جد ، 

١-

4
  س ، 

 3س + ٢  
4س + ١

س4: اإذا كان )س( = 

س5: اإذا كان )س( = س3 ل)س(  + هـ)س(، وكان ل) -١( = 5، هـ/) -١( = 7، ل/) -١( = -3، 

/) -١(؟ 
 فما قيمة



٢٢

تمثل ميل المماس 
 ١
المشتقة ال�أولى للاقتران ص = )س( عند س = س

، وبمعرفة نقطة 
 ١
لمنحنى ال�قتران عند النقطة التي اإحداثها السيني = س

ال�قتران،  لمنحنى 
 
المماس معادلة  اإيجاد  يمكننا   )

١
، ص

١
)س التماس 

ومعادلة العمودي عليه.

Tangent Line :)تطبيقات هندسية )المماس والعمودي

تعريف:      

 ،)
١
/)س

 الواقعة عليه يساوي )
١
، ص

١
- ميل المماس المرسوم لمنحنى ال�قتران ص = )س( عند النقطة )س

.)
١
= )س

 ١
١(، ص

/)س
 =  حيث ،)

١
 = )س – س

١
ومعادلة المماس هي: ص – ص

 ٠   ،
١-


( الواقعة عليه يساوي 

١
، ص

١
- ميل العمودي على منحنى ال�قتران ص = )س( عند النقطة )س

 .)
١
= )س

 ١
١(، ص

/)س
 =  حيث ،)

١
 )س – س

١-


 = 

١
ومعادلة العمودي على المنحنى هي: ص – ص

 عندما يكون المماس اأفقياً فاإن ميله يساوي صفراً، ويكون موازياً لمحور السينات.
ملاحظة:
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  مثال )١(: اأجد ميل المماس لمنحنى ال�قتران )س( = س3 – س٢ +١ عندما س = 3.

  )3(/
 الحل: ميل المماس عند )س = 3(  هو      

/)س(  = 3س٢ – ٢س
             

 3 × ٢ – ٢3 × 3 =   )3(/
             

٢١ =                       

          ميل المماس = ٢١

( الواقعة عليه.
١ 

٢
 عند النقطة )١، 

   س3      

س٢ + ١
  مثال )٢(: اأجد معادلة المماس لمنحنى ال�قتران )س( = 

       الحل: معادلة المماس هي:

)
١
 =  )س – س

١
              ص – ص

)
١ 

٢
 ،١( = )

١
، ص

١
              نقطة التماس هي )س

)١(/
 =  = )

١
، ص

١
              ميل المماس عند )س

 ))س٢ + ١( × 3س٢( − )س3 × ٢س(  
)س٢ + ١(٢

/)س( = 
 لكن      

 ٢ × ١ × 3٢١ − ١ × 3 × )٢١ + ١(( 
٢١ + ١(٢(

 =  )١(/
           

 ٢ − 3 × ٢ 
٢(٢(

 =                    

 ٢ − 6 

4
 =                    

١ = 
4
4  =                    

      اأي اأن معادلة المماس هي: 

 = ١ )س − ١(
١
٢
                    ص – 

 = س − ١
١
٢
                    ص – 

0 = 
١
٢
                    ص – س + 



٢4

  مثال )3(: اأجد النقطة على المنحنى ص = )س( = س٢  – 4س + 5 ، والتي يكون عندها المماس اأفقياً.

  ))
١
، )س

١
( = )س

١
، ص

١
      الحل: نقطة التماس هي )س

             بما اأن المماس اأفقي فاإن ميل المماس = صفر 

( = صفر
١
/)س

             

/)س( = ٢س – 4
             

 – 4 = صفر
١
( = ٢س

١
/)س

             

٢ = 
١
             ومنها س

            نقطة التماس هي )٢ ، ق)٢(( = ) ٢ ، ١(     )لماذا؟(

  مثـال )4(: اأجـد معادلـة العمـودي علـى الممـاس لمنحنـى ال�قتـران )س( = )س٢ + ١()س + ١( عنـد النقطـة 

)١، 4(  الواقعـة عليـه.

       الحل: معادلة العمودي على المماس لمنحنى عند النقطة )١، 4( هي:

 )١(/
 =  ،)4 ،١( = )

١
 ، ص

١
 ( حيث )س

١
 )س – س

١-


 = 

 ١
              ص – ص

(   = )س٢ + ١( × ١ + )س + ١( × ٢س 
١
/)س

              

                          = س٢ + ١ + ٢س٢ + ٢س

                          = 3س٢ + ٢س + ١

 ١(٢ + ٢ × ١ + ١( × 3 = )١(/
 = ميل المماس = م             

6 =                          
١ 

6
 - = 

١- 
م              ومنها ميل العمودي = 

 )س – ١(
١ 

6
             معادلة العمودي هي ص – 4 = - 

)لماذا؟(              6 ص + س – ٢5 = 0    



٢5

 س  -3 ، عندما س = -٢.
  س٢ + ٢      

س + 3
س١: اأجد ميل المماس لمنحنى ال�قتران )س( = 

النقطة  ال�قتران )س( = س3 + ٢س٢ − س + ١ عند  اأجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى  س٢: 

)١،0( الواقعة عليه.

س3: اأجد النقطة الواقعة على منحنى ال�قتران )س( = س٢ – 3س + 5 التي يكون المماس عندها اأفقياً.

س4: اأجد معادلة المماس المرسوم لمنحنى ال�قتران )س( عند النقطة )0، 7( الواقعة عليه، ويعامد المستقيم 

.
١ 

3
الذي ميله = - 

س5: اإذا كان )س( = س٢ + 5س − ٢ ، وكان ميـــل الممـــاس لمنحنـــى )س( عندمـــا )س = ١( 

. يســـاوي ١١، اأجـــد قيمـــة الثابـــت

تمارين ومسائل )5-3( 
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:Chain Rule )قاعدة السلسلة )مشتقة ال�قتران المركب

قاعدة السلسلة: 

اإذا كان هـ)س( اقتراناً قابلاً للاشتقاق عند س، وكان )س( قابلاً للاشتقاق عند هـ)س( فاإن ال�قتران المركب 

/)هـ)س(( × هـ/ )س(.
 = )هـ(/)س( يكون قابلاً للاشتقاق عند س، ويكون )هـ()س(

 .)4(/)هـ(/)4(، )هـ( ٢س + ١ اأجد = )س( = س٢ – ١ ، هـ )س( اإذا كان :)مثال )١  

/)هـ)4(( × هـ/)4(
 = )4(/)هـ( :الحل       

/)س( = ٢س  ، هـ/)س( = ٢
               

               هـ)4( = 9 ، هـ/)4( = ٢  

٢ × )9(/
 = )4(/)هـ(               

١ × ٢8 =                              

  36  =                              

/)4( = هـ/)١5( × 8               )لماذا؟(
 × ))4((/هـ = )4(/)هـ(

      = ٢ × 8 = ١6                   )لماذا؟(

  مثال )٢(: اإذا كان )س( = س3 + ٢س + 5 ، هـ)س( = س٢ + ١ ، اأجد )هـ(/)س( ، ثم اأجد )هـ(/)١(.

/)هـ)س(( × هـ/)س(.
 = )هـ(/)س( :الحل      

/)س( = 3س٢ + ٢ ، هـ/)س( = ٢س
 لكن              

/)س٢ + ١( × ٢س
 = )هـ(/)س( ومن ذلك              

= )3)س٢  + ١(٢ + ٢( × ٢س ،    )لماذا؟(                                        

                                       = 6س5 + ١٢س3 + ١0س ،         )لماذا؟(

                         )هـ(/)١(  = 6 × ١ + ١٢ × ١ + ١0 × ١ = ٢8
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نتيجة )١(: 

اإذا كان ص = )ع(، ع = هـ)س(، اقترانين قابلين للاشتقاق، فاإن ص = )هـ)س(( وبالتالي 

/)ع( × هـ/)س(   
 =  ص

       س

ع 
ص  × س

        = ع
    

 × سع  
ص 

=  ع ص  
اأي اأن س

  .
 

ص 
س

  مثال )3(: اإذا كانت ص = ع٢ + ع  ، ع = 3 − ٢س ، اأجد 

ع  = -٢
س

 = ٢ع + ١ ، 
ص 

 ، ع
ع 
 × س

ص 
  = ع

ص 
       الحل:     س

                       = )٢ع +١ ( × -٢ 

                       = )٢)3 − ٢س( + ١( × -٢ 

                       = )7 − 4س( × -٢

                       = -١4 + 8س 

 عندما س = 0 
ص 
  مثال )4(: اإذا كانت ص = م٢ + ٢م، م = س٢ + س + ١ ، اأجد س

 
 م 
س  × 

ص 
م  = 

ص 
       الحل: س

                    = )٢م + ٢()٢س +١(                   )لماذا؟(

)لماذا؟(           عندما س = 0 تكون م = ١    

 4 = )١ + 0 × ٢ × ١ + ٢()٢( =
س=0

ص 
س

              



٢8

  ،١( = -١(/
 ،4 = )س(،هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق على ح بحيث اأن: هـ/)١( اإذا كان :)مثال )5  

. )١(
/)6( = -٢ ، هـ)١( = 6 ، اأجد )هـ(/

       

/)هـ)١(( ×هـ/)١( 
 = )هـ(/)١( :الحل       

 4 × )6(/
 =                            

8- = 4 × ٢- =                            

نتيجة )٢(: 

اإذا كانت ص = ))س(( ، عدد نسبي  وكان )س( اقتراناً قابلاً للاشتقاق، فاإن:

/)س(
 .

١))س(( = 
ص 
س

. 
ص 
جد س

  مثال )6(: اإذا كانت ص = )4س + ٢ (3 اأ

ص  = 3)4س + ٢(٢ × 4
    الحل: س

                 = ١٢ )4س + ٢(٢ 



٢9

س١: اإذا كان )س( = س٢  ، هـ)س( = س + ١ اأجد )هـ(/)س(.

ص .
س٢:  اإذا كانت ص = )٢س – ١(٢ ،  اأجد س

ص .
س س3:  اإذا كان ص = ع٢ – 5ع +١، ع = ٢س + 3 ، اأجد 

  .)٢(/
 س( = )س٢– س(4، اأجد( س4:  اإذا كان

/)١(، علماً باأن هـ/)١( = 5، هـ/)4( = ٢.
 س( = هـ)3س٢ + ١(، اأجد( س5:  اإذا كان

  ،5 = )٢(/
 ،3 = )س(، هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق على ح بحيث اأن: هـ/ )٢( س6:  اإذا كان

.)٢(/)هـ(/)٢(، )هـ( ١ ، اأجد = )٢( = 3 ، هـ/ )3( ،4 = )4( = -٢، هـ)٢(/


تمارين ومسائل )6-3(
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:)Extreme Values( القيم القصوى

* سنقتصر في دراستنا للقيم القصوى على ال�قترانات كثيرة الحدود المعرفة على ح

تعريف: 

اإذا كان ص = )س( اقتراناً وكانت س = جـ في مجال ال�قتران، فاإنه يقال اأن )جـ(:

اأ. قيمة عظمى محلية للاقتران، اإذا كانت )جـ( )س( لجميع قيم س المجاورة لـِ جـ.

ب. قيمة صغرى محلية للاقتران، اإذا كانت )جـ(  )س( لجميع قيم س المجاورة لـِ جـ.

يجاد القيم القصوى المحلية: استخدام المشتقة ال�أولى ل�إ

اإن التمثيل البياني ل�أي اقتران على مجاله يساعد في تحديد نقط القيم القصوى المحلية للاقتران، ولكن: كيف تساعدنا 

المشتقة ال�أولى لهذا ال�قتران في تعيين القيم القصوى المحلية له؟ 

/)س( والقيم القصوى للاقتران.
 اأتاأمل ال�أشكال ال�آتية، واأل�حظ العلاقة بين اإشارة

/)س( تغيرت من موجبة لقيم 
 جـ( = صفر، اإشارة(/

 ،)س( قيمة عظمى محلية للاقتران )جـ( :)في الشكل )اأ

س>جـ  اإلى سالبة لقيم س<جـ.

/)س( تغيرت من سالبة لقيم 
 جـ( = صفر، اإشارة(/

 ،)س( قيمة صغرى محلية للاقتران )جـ( :)في الشكل )ب

س>جـ اإلى موجبة لقيم س<جـ.

/)س( موجبة لقيم س>جـ وموجبة لقيم س<جـ . )جـ( ليست قيمة 
 جـ( = صفر، اإشارة(/

 :)في الشكل)ج

قصوى محلية للاقتران )س(.

ماذا تستنتج؟

*



3١

/)جـ( = صفراً، حيث جـ  مجال )س(، فاإن:
 س( اقتراناً قابلاً للاشتقاق، وكانت( اإذا كان

/)س( من موجبة لقيم س>جـ  اإلى سالبة لقيم س<جـ  فاإن )جـ( قيمة عظمى محلية 
 اأ. اإذا تغيرت اإشارة

للاقتران )س(.

/)س( من سالبة لقيم س>جـ  اإلى موجبة لقيم س<جـ فاإن )جـ( قيمة صغرى محلية 
 ب. اإذا تغيرت اإشارة

للاقتران )س(.

يسمى هذا باختبار المشتقة ال�أولى للقيم القصوى.

نتيجة:

س3 – 3س٢ + 8س + ٢ .
١ 

3
  مثال )١(: اأعيّن جميع القيم القصوى للاقتران )س( = 

/)س( = س٢ – 6س + 8 
 :الحل       

/)س( = 0       
              

              س٢ – 6س + 8 = 0                                           

              )س – ٢( )س – 4( = 0        

               س = ٢ ، 4          

          

صفرصفر

/)س(


/)س( تغيرت من موجبة حيث س>٢ اإلى سالبة حيث س<٢  )٢( قيمة عظمى محلية للاقتران )س(.
 اإشارة

/)س( تغيرت من سالبة حيث س>4 اإلى موجبة حيث س<  4)4( قيمة صغرى محلية للاقتران )س(.
 اإشارة

٢6 

3  = )٢( = القيمة العظمى المحلية
٢٢ 

3  = )4( = القيمة الصغرى المحلية
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  مثال )٢(: اأعيّن القيم القصوى للاقتران = س٢ – 6س + 9.   

/)س( = ٢س – 6
 :الحل       

/)س( = 0      
              

              ٢س – 6 = 0 

              س = 3

صفر

)لماذا؟(
/)س(



3

/)س( تغيرت من سالبة حيث س>3 اإلى موجبة حيث س<  3)3( قيمة صغرى محلية للاقتران )س(.
 اإشارة

0 = 9 + ١8 – 9 = )3( = القيمة الصغرى المحلية

اإذا كان = س3 – ١٢س – 5 ، س  ح ، اأجد قيم س التي عندها قيم قصوى للاقتران )س(.

/)س( = ......................
 :الحل

/)س( = .................
 نجعل       

       3س٢ – ١٢ = 0 

       س٢ – 4 = 0            

       س = .........

صفرصفر
/)س(



2 2

/)س( تغيرت من موجبة حيث س>-٢ اإلى سالبة حيث س <-٢  عند )س = -٢( يوجد قيمة 
 األ�حظ اأن اإشارة

عظمى محلية للاقتران )س(.

/)س( تغيرت من سالبة حيث س>٢ اإلى موجبة حيث س <٢ حول )س = ٢(  عند )س = ٢( يوجد 
 اإشارة

قيمة صغرى محلية للاقتران )س(.

نشاط )١(:
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  مثال )3(: اأعيّن القيمة/القيم القصوى المحلية اإن وجدت للاقتران )س( = س3 ، س  ح. 
/)س( = 3س٢

 :الحل       

/)س( = 0   
              

              3س٢ = 0

              س =0   

صفر
/)س(



صفر

/)س( حول )س = 0( ومنها ل� توجد قيمة قصوى محلية للاقتران )س(.
 لم تتغير اإشارة
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تمارين ومسائل )7-3(

س١: اأعيّن القيمة/القيم القصوى المحلية اإن وجدت لكل من ال�قترانات ال�آتية: 

       اأ. )س( = 4س – ٢س٢               ، س  ح 

       ب. )س( = س)س٢ – ١٢(     ، س  ح

       ج. )س( = س3 – 3س + ٢ ، س ح 

       د. )س( = -س٢ + ١0س + 5 ، س  ح 

س٢: اإذا كان للاقتران )س( = -س٢ + ب س – 3 ، س  ح  قيمة عظمى محلية عند س = -٢ فما       

       قيمة ب؟

س3:  اإذا كان )س( = س3 – 5 ، س  ح، اأبيّن اأنه ل� توجد للاقتران )س( اأية قيم قصوى.

/)س(، جد قيم س التي عندها قيم قصوى للاقتران )س( واأبيّن نوعها، 
 س4: الشكل ال�آتي يبين اإشارة

علماً باأن )س( كثير حدود، معرف على ح.

 

صفرصفر
/)س(



2 2
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ورقة عمل

١(  ما ميل المستقيم القاطع لمنحنى ال�قتران )س( في النقطتين اأ )١، 3( ، ب )3، 9(؟ 

٢(  اإذا كان متوسط التغير للاقتران )س( = س٢ + 3 عندما تتغير س من ٢ اإلى  يساوي 6 فما قيمة الثابت  ؟

3( اأجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى )س( = س3 + 5س٢ – 3 عند النقطة التي اإحداثيها 

السيني = ١.

4( اأجد القيم القصوى للاقتران )س( = س3 + 3س٢ + 7.
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نموذج اختبار

جابة الصحيحة لكل مما ياأتي: س١: اأختار رمز ال�إ

١( اإذا كان متوسط تغير ال�قتران )س( في الفترة ]-4 ، ٢[ يساوي  ، 3)-4( =٢ ما قيمة )٢(؟ 

    اأ( ٢0                 ب( ٢6                 جـ( ١6                 د( ١8               

/)4(؟
 س ما قيمة ٢( اإذا كان )س( = 

           د( ٢               
١ 
4

 ١                   جـ( 
٢

 ١                  ب( - 
٢

    اأ( 

عند س = ٢؟ 
   5    

س٢ – ١
3( ما ميل المماس لمنحنى ال�قتران )س( = 

               
 5 
3

 ٢0                   جـ( ١5           د(  
9

 4                  ب( - 
9

    اأ( 

ص  عندما س = -١؟ 
4( اإذا كانت ص = )س – ١(5 ما قيمة س

    اأ( 5                    ب( ٢5                     جـ( صفر           د( 80               

5( اإذا كان )س( = س٢،هـ)س( = س – ٢ ما قيمة )هـ(/)١(؟

    اأ( -٢                   ب( ٢                       جـ( صفر            د( 4               

 عندما س = 3؟   
ص 
س

6( اإذا كانت ص = )١ – ٢س(٢ ما قيمة 

    اأ( -٢0                  ب( ٢0                      جـ( -١0           د( ١0  

  )5( 5 هو ١0، اأجد=
 ٢
=٢ اإلى س

 ١
س٢: اإذا كان متوسط تغير ال�قتران )س( عندما تتغير س من س

علماً باأن )٢( = 6؟

س3: اإذا كان )س( = س٢ +١، اأجد ق/ )3( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة.

)٢( _ )٢ + هـ(
٢هـ


هـ  0

س4: اإذا كان )س( = )س٢ + ٢( )3س + 4(  اأجد 

.5 = )3(/
 ، ٢- = )3( علما باأن )3( /

 س( جد( × س٢ = )س( س5: اإذا كان

س6: اأجد قيمة الثابت  التي تجعل ميل المماس لمنحنى ال�قتران ص = س٢ + 3س + ١ مساوياً 4 

عندما س = ١.

             


