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�أن يكونوا قادرين  �أنشطتها  نتهاء من دراسة هذه الوحدة المتمازجة والتفاعل مع  يتوقع من الطلبة بعد ال�إ
على توظيف تطبيقات المشتقات والمنحنى الطبيعي في الحياة العمليّة من خلال ال�آتي:

البنود الملونة باللون ال�أحمر يستثنى منها الفندقي والاقتصاد المنزلي والزراعي

ية
ثان

 ال
رة

فت
ال

قاعدة السلسلة )مشتقة الاقتران المركب(

القيم القصوى

العلامة المعيارية

التوزيع الطبيعي المعياري

ورقة عمل 

اختبار

Chain Rule

Extreme Values

Standard Score

Standard Normal Distribution
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• �إيجاد المشتقة ال�أولى باستخدام قاعدة السلسلة.	

• �إيجاد القيم القصوى المحلية للاقتران.	

• التعرف �إلى العلاقة بين العلامة المعيارية والعلامة الخام.	

• حساب العلامة المعيارية، وتفسيرها.	

• التعرف �إلى التوزيع الطبيعي المعياري، وخواصّه.	

• استخدام جدول التوزيع الطبيعي في �إيجاد المساحة تحت المنحنى.	

• توظيف خواص التوزيع الطبيعي في حل مسائل عملية.	



3

  قاعدة السلسلة )مشتقة الاقتران المركب(
 Chain Rule    					       		

ننــا نعــرف الاقتــران  �إذا كان ق)س(، هـــ)س( اقترانيــن بحيــث مــدى هـــ)س( ⊇ مجــال ق)س( ف�إ
نشاط

١
المركب )قΟهـ()س( = ق)هـ)س((.

�أكمل ما يلي: �إذا كان ق)س( = س2 ، هـ)س( = 2س _ 1 ف�إن:

)قΟهـ()س( = ق)هـ)س((
2).............( =

		   = ٤س٢ _ ٤س + ١                 لماذا؟

)قΟهـ( / )س( = ٨س _ ٤ ،

هل يمكن �إيجاد )قΟهـ( / )س( بطريقة �أخرى ؟

قاعدة السلسلة:
�إذا كان هـــ)س( اقترانــاً قابــلاً للاشــتقاق عنــد س، وكان ق)س( قابــلاً للاشــتقاق عنــد هـــ)س( فــ�إن الاقتــران المركــب 

)قΟهـــ()س( يكــون قابــلاً للاشــتقاق عنــد س، ويكــون )قΟهـــ( / )س( = ق/ )هـ)س((هـــ / )س(.

مثال )١(: �إذا كان ق)س( = س3 + 2س + 5 ، هـ)س( = س2 + 1 ، �أجد )قΟهـ( / )س(، ثم �أجد )قΟهـ( / )١(.

الحل: )قΟهـ( / )س( = ق/)هـ)س((هـ/)س(

لكن ق/)س( = 3س2 + 2 ، هـ/)س( = 2س

ومن ذلك )قΟهـ( / )س( = ق/)س2 + 1( × ٢س
= )3)س2  + 1(2 + 2(×2س ،	 لماذا؟
= 6س5 + 12س3 + 10س ،         لماذا؟

)قΟهـ( / )١( = 6 × 1 + 12 × 1 + 10 × 1 = 28
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نتيجة )1(:
�إذا كان ص = ق)(،  = هـ)س(، اقترانين قابلين للاشتقاق، ف�إن ص = ق)هـ)س(( وبالتالي:

ص  = ق/)( × هـ/)س(
س

 


س

ص × 


 =


س

ص × 


ص  = 

س
�أي �أن   

ص .  
س

 ،   + 2 = 2س + 1 ، �أجد 
 = مثال )3(: �إذا كانت ص


س

ص × 


ص  = 

س
الحل: 

= )2ع +1( × 2 

= )2)2س+1( + 1( × 2 

= ) 4س + 3 ( × 2

= 8س + 6 

مثال )٢(: �إذا كان ق)س( = س2– 1 ، هـ)س( = 2س + 1 �أجد )قΟهـ( / )٤(، )هـΟق( / )٤(

الحل: )قΟهـ( / )٤( = ق/)هـ)٤((هـ/)٤(

ق/)س( = 2س  ،  هـ/)س( = ٢

هـ)٤( = 9  ،  هـ/)٤( = 2 ،

)قΟهـ( / )٤( = ق/)٩( × ٢

2 × 18 =

36 =

)هـΟق( / )٤( = هـ/)ق)٤((ق/)٤(

= هـ/)١٥( × ٨

٢ × ٨ = ١٦ =
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ص  عندما س = 0
س

مثال )4(: �إذا كانت ص = م2 + 2م ، م = س2 + س + 1 ، �أجد 

م
س

ص × 
م

ص  = 
س

الحل: 

 = )2م + 2( )2س + 1(

 عندما س = 0  تكون  م = 1 

ص  = )2×1 + 2( )2×1+0( = ٤
س

 

نتيجة )2(:
�إذا كانت ص = )ق)س(( ،  عدد نسبي وكان ق)س( اقتراناً قابلاً للاشتقاق، ف�إن:

ص  = )ق)س((-١  . ق/)س(
س

ص .
س

مثال )5(: �إذا كانت ص = )4س + 2(3  �أجد 

ص  = 3)4س + 2(2 × 4
س

الحل: 

= 12 )4س + 2(2

  تمارين ومسائل
س١. �إذا كان ق)س( = س2 ، هـ)س( = س + 1 �أجد )قΟهـ( / )س(.

ص .
س

س٢. �إذا كانت ص = )2س _ 1(2 ، �أجد 

ص .
س

س٣. �إذا كان ص =  ، 1 + 5 _ 2 = 2س + 3 ، �أجد 

س٤. �إذا كان م)س( = )س2 – س(4 ، �أجد م/)2(.

س٥. �إذا كان ق)س( = هـ)3س2 + 1( ، �أجد ق/)١(، علماً ب�أن هـ/)١( = ٥ ، هـ/)٤( = ٢.

س٦. �إذا كان ق)س( ، هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق على ح بحيث �أن: هـ/)٢( = 3، ق/)٢( = 5، ق/)٤( = -2، 

هـ)2( = 4، ق)٢( = ٣، هـ/)٣( = ١، �أجد )قΟهـ( / )٢(، )هـΟق( / )٢(
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القيم القصوى 			    
)Extreme Values(  							     

تعريف:
نه يقال �أن ق)جـ(: �إذا كان ص = ق)س( اقتراناً وكانت س = جـ في مجال الاقتران، ف�إ

�أ. قيمة عظمى محلية للاقتران، �إذا كانت ق)جـ( ≤ ق)س( لجميع قيم س المجاورة لـِ جـ.
ب. قيمة صغرى محلية للاقتران، �إذا كانت ق)جـ( ≥ ق)س( لجميع قيم س المجاورة لـِ جـ.

ملاحظــة: ســنقتصر فــي دراســتنا للقيــم القصــوى علــى الاقترانــات كثيــرة الحــدود المعرفــة علــى مجموعــة 
ال�أعــداد الحقيقيــة ح فقــط.

يجاد القيم القصوى المحلية: استخدام المشتقة ال�أولى ل�إ

�إن التمثيــل البيانــي ل�أي اقتــران علــى مجالــه يســاعد فــي تحديــد نقــط القيــم القصــوى المحليــة للاقتــران، ولكــن: كيــف 
أولــى لهــذا الاقتــران فــي تعييــن القيــم القصــوى المحليــة لــه؟  تســاعدنا المشــتقة ال�

آتية، و�ألاحظ العلاقة بين �إشارة ق/)س( والقيم القصوى للاقتران. �أت�أمل ال�أشكال ال�

فــي الشــكل )�أ(: ق)جـــ( قيمــة عظمــى محليــة للاقتــران ق)س(، ق/)جـــ( = صفــر، �إشــارة ق/)س( تغيــرت مــن موجبــة 

لقيــم س > جـــ �إلــى ســالبة لقيــم س < جـــ .

ــرت مــن  ــر، �إشــارة ق/)س( تغي ــران ق)س(، ق/)جـــ( = صف ــة للاقت ــي الشــكل )ب(: ق)جـــ( قيمــة صغــرى محلي ف

ســالبة لقيــم س > جـــ �إلــى موجبــة لقيــم س < جـــ .

في الشكل)ج(: ق/)جـ( = صفر، �إشارة ق/)س( موجبة لقيم س > جـ وموجبة لقيم س < جـ .

ق)جـ( ليست قيمة قصوى محلية للاقتران.
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ماذا تستنتج؟

نتيجة )1(:

�إذا كان ق)س( اقتراناً قابلاً للاشتقاق، وكانت ق/)جـ( = صفراً، حيث جـ  مجال ق)س(، ف�إن:

�أ.  �إذا تغيــرت �إشــارة ق/)س( مــن موجبــة لقيــم س > جـــ �إلــى ســالبة لقيــم س < جـــ فــ�إن ق)جـــ( قيمــة 
عظمــى محليــة للاقتــران ق)س(.

ب. �إذا تغيــرت �إشــارة ق/)س( مــن ســالبة لقيــم س > جـــ �إلــى موجبــة لقيــم س < جـــ  فــ�إن ق)جـــ( قيمــة 
صغــرى محليــة للاقتــران ق)س(.

يسمى هذا باختبار المشتقة ال�أولى للقيم القصوى.

١ س3 _ 3س2 + 8 س + 2.
٣ مثال )1(: �أعيّن جميع القيم القصوى للاقتران ق)س( = 

الحل: ق/)س( = س2 _ 6س + 8 
ق/)س( = 0

س2 _ 6س + 8 = 0
)س _ 2 ( ) س _ 4 ( = 0

س = 2 ، 4

�إشارة ق/)س(+ + + + + + + +   –  –  –   – – –  –       + + + + ++

س	        4                           2

صفرصفر

�إشــارة ق/)س( تغيــرت مــن موجبــة حيــث س > 2 �إلــى ســالبة حيــث س < 2  ق)٢( قيمــة عظمــى محليــة       
ق)س(. للاقتــران 

�إشــارة ق/)س( تغيــرت مــن ســالبة حيــث س > 4 �إلــى موجبــة حيــث س <4  ق)٤( قيمــة صغــرى محليــة للاقتــران 
ق)س(.

 ٢٦
٣ القيمة العظمى المحلية = ق)٢( = 

 ٢٢
٣ القيمة الصغرى المحلية = ق)٤( = 
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مثال )2(: �أعيّن القيم القصوى للاقتران = س2 – 6س + 9.

الحل: ق/)س( = 2س – 6

ق/)س( = 0

2س – 6 = 0

س = 3

ــة  ــرى محلي ــة صغ ــث س < ٣  ق)٣( قيم ــة حي ــى موجب ــث س > ٣ �إل ــالبة حي ــن س ــرت م ــارة ق/)س( تغي �إش
للاقتــران ق)س(.

القيمة الصغرى المحلية = ق)٣( = 9 – 18 + 9 = 0

�إشارة ق/)س(–  –  –   – – –  –  + + + + + + + +

س                          3

صفر

مثال )4(: �أعيّن القيمة/ القيم القصوى المحلية �إن وجدت للاقتران ق)س(= س3 ، س  ح. 

الحل: ق/)س( = 3س2
ق/)س( = 0   

3س2 = 0
س = 0

لم تتغير �إشارة ق/)س( حول )س = 0(، ومنها لا توجد للاقتران ق)س( قيمة قصوى محلية.

�إشارة ق/)س(+ + + + + + + +     + + + + + + + +

س                        صفر

صفر

مثال )3(: �إذا كان ق)س( = س3 _ 12س _ 5 ، س  ح ، �أجد قيم س التي عندها قيم قصوى للاقتران ق)س(.

الحل: ق/)س( = 3س2 _ 12

ق/)س( = صفر
3س2 _ 12 = 0
س2 _ 4 = ٠

س = 2 �أو  -2

ــد )س= -2(  ــة حيــث س < -٢  عن ــى موجب ــة حيــث س > -٢ �إل ــرت مــن موجب �ألاحــظ �أن �إشــارة ق/)س( تغي
يوجــد قيمــة عظمــى محليــة للاقتــران ق)س(.

�إشــارة ق/)س( تغيــرت مــن ســالبة حيــث س > ٢ �إلــى موجبــة حيــث س < ٢  عنــد )س= 2( يوجــد قيمــة صغــرى 
محليــة للاقتران ق)س(.

�إشارة ق/)س(+ + + + + + + +   –  –  –   – – –  –       + + + + ++

س	        ٢                           -2

صفرصفر
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  تمارين ومسائل

آتية:  س١. �أعيّن القيمة/ القيم القصوى �إن وجدت لكل من الاقترانات ال�
�أ .  ق)س( = 4س _ 2س2         ،    س  ح
ب. ق)س( = س)س2 _ 12(   ،    س  ح

جـ. ق)س( = س3 – 3س + 2       ،     س  ح 
د.  ق)س( = - س2 +10س + 5    ،     س  ح 

س٢. �أعيّن القيم القصوى المحلية للاقتران ق)س( = س2 – 2س + 1  ،  س  ح 

س٣. �إذا كان للاقتران ق)س( = - س2 + ب س -3 ، س  ح قيمة عظمى محلية عند س = -2 فما قيمة ب؟

س٤. �إذا كان ق)س( = س3 – 5 ، س  ح، �أبيّن �أنه لا توجد للاقتران ق)س( �أي قيم قصوى.

آتــي يبيــن �إشــارة ق/)س(، �أجــد قيــم س التــي عندهــا قيــم قصــوى للاقتــران ق)س( و�أبيّــن نوعهــا، علمــاً  س٥. الشــكل ال�
بــ�أن ق)س( كثيــر حــدود معــرّف علــى ح.

�إشارة ق/)س( + + + + + + + +      –  –  –   – – –  –       + + + + +   +

س	       2                     -2

صفرصفر
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)Standard Score( العلامة المعيارية 			 

�إذا كانــت علامتــا الطالبــة رنيــم فــي مبحثــي الرياضيــات والفيزيــاء هــي 93 ، 88 علــى الترتيــب، فهــل 
نشاط

يعنــي ذلــك �أن تحصيــل الطالبــة رنيــم �أفضــل فــي الرياضيــات ؟ ................... لمــاذا ؟ 1
.......................

للحكــم علــى �أفضليــة التحصيــل، لا يكفــي �أن نعتمــد علــى العلامــة فقــط، و�إنمــا نحتــاج �إلــى معرفــة الوســط الحســابي، 
والانحــراف المعيــاري لعلامــات جميــع طلبــة الصــف.

الوسط الحسابي )µ(: هو مجموع القيم )المشاهدات(

�أتذكر
مقسوماً على عددها.

 

الانحراف المعياري )(: هو الجذر التربيعي لمتوسط مربعات انحرافات

القيم عن وسطها الحسابي.

    

 = 1=

س







        

   = 1=

٢) −
 

)س



Standard Score: )( العلامة المعيارية
القيمة الخام: هي القيمة ال�أصلية التي نحصل عليها في اختبار �أو مقياس ما، ويرمز لها بالرمز "س".

ــي تبعدهــا القيمــة )العلامــة( الخــام عــن الوســط الحســابي،  ــة الت ــات المعياري ــة: هــي عــدد الانحراف ــة المعياري العلام
 _ س

 = 


وبالرمــوز فــ�إن: 

مثــال )1(: مــزارع فلســطيني يــزرع البنــدورة فــي ســهل مــرج ابــن عامــر، كان الوســط الحســابي لكتلــة )300( صنــدوق 
بنــدورة 17 كغــم، وانحرافهــا المعيــاري )2( كغــم، اختيــرت 3 صناديــق، وكانــت كتلهــا 13 كغــم،  19 كغــم، 17 كغــم 

علــى الترتيــب. �أجــد العلامــة المعياريــة لكتــل كل مــن الصناديــق الثلاثــة.

  ،الوسط الحسابي للكتل µ ،حيث ع هي العلامة المعيارية، س الكتلة الخام ،
 _ س

 = 


الحل: 

الانحراف المعياري لها.

2- =
  17 _ 13

 =
1


2
- العلامة المعيارية للصندوق ال�أول 

1 =
  17 _ 19

 =
2


2
- العلامة المعيارية للصندوق الثاني 

= صفر
  17 _ 17

 =
3


2
- العلامة المعيارية للصندوق الثالث 
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مثــال )2(: حصلــت عهــد علــى علامــة مــا فــي الرياضيــات، وكانــت العلامــة المعياريــة المقابلــة لهــا )5‚1( علماً ب�أن الوســط 
الحســابي لعلامــة طالبــات صفهــا كان )85( والانحــراف المعيــاري )6(، �أجــد علامــة عهد في اختبــار الرياضيات.

 _ س
 =

 



الحل: 

،  ٩ = س – ٨٥   ومنها   س = ٩٤
س _ ٨٥  

 
٦

 = 1,5

مثال )٤(: �إذا كانت علامتا طالبين في امتحان المحاسبة 70 ، 88 وكانت علامتاهما المعياريتان المناظرتان
-0,8 ، 1 على الترتيب، ما الوسط الحسابي والانحراف المعياري لعلامات طلبة الصف في الامتحان؟

  
 _ س

 = 
         

مثال )٣(: �إذا كانت العلامات المعيارية المناظرة ل�أطوال ٥ �أشجار صنوبر كال�آتي:

      ل ، ٠,٥ ، صفر، -٠,٥، -١,٥ فما قيمة ل

الحل: ل + ٠,٥ + 0 + -٠,٥ + -١,٥ = صفر 

ل + -١,٥ = صفر  				          

ل = ١,٥ 				  

 مجموعــة مــن القيــم ال�أصليــة، وكانــت العلامــات المعياريــة 

، .........، س

٢
، س

١
نتيجــة: �إذا كانــت س

فــ�إن الوســط الحســابي  لمجموعــة هــذه العلامــات 
 
 ،............ ،

٢
 ،

١
 المقابلــة لهــا هــي

.١ = 

 يســاوي صفــراً، والانحــراف المعيــاري لهــا

 

  _ ٧٠
 = 0,8-

            

)1( ..........  – ٧٠ = 0,8- :وبالضرب التبادلي
                    

 _ ٨٨
 = ١

  


	
)2( ..........   ٨٨ =  :وبالضرب التبادلي
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�أحل المعادلتين )1( ، )2( بالحذف

  88 =   	

  ٧٠ = 0,8-        
                 

١٠ =  18 ومنها = 1,8 بالطرح

     ٧٨ =  ومنها   وبالتعويض في �إحدى المعادلتين ينتج �أن ١٠ = ٨٨

�أي �أن الوسط الحسابي = 78  والانحراف المعياري = 10

  تمارين ومسائل
آتــي 40 كغــم، 50 كغــم، 60 كغــم، 70 كغــم، 55 كغــم.  س1: فــي مزرعــة خــراف، �إذا كانــت كتــل )5( خــراف كال�

�أجــد العلامــات المعياريــة للكتــل؟

س2: �إذا علمــت �أن علامــة علــي فــي امتحــان اللغــة العربيــة 72، وفــي المحاســبة 69، وفــي الرياضيــات 75، والوســط 
الحســابي لعلامــات طلبــة الصــف فــي المــواد الثــلاث بالترتيــب هــو 69، 68، 79، والانحــراف المعيــاري 1، 4، 2، 

فــي �أي المــواد كان تحصيــل علــي �أفضــل؟

س3: �إذا كان الوســط الحســابي ل�أطــوال �أشــجار الصنوبــر فــي محيــط بــرك ســليمان فــي بيــت لحــم 17متــراً والانحــراف 
المعيــاري لمجموعــة ال�أطــوال يســاوي ٣م، �أجــد ال�أطــوال الحقيقيــة لل�أشــجار التــي العلامــات المعياريــة ل�أطوالهــا هــي: 

.1,8- ، 2

آتــي 0,٥ ، 0,٥ك ، -١,٥ ، ٠ ، -٥,0،  س4: �إذا حولــت القيــم الخــام لمجتمــع �إحصائــي �إلــى علامــات معياريــة وكانــت كال�
�أجــد قيمــة ك ؟ �أتحقــق �أن الانحــراف المعيــاري للعلامات المعيارية يســاوي ١.

ــان -2 ، 3 علــى الترتيــب. �أجــد الوســط الحســابي  ــان المعياريت ــان 44 ، 84 تقابلهمــا العلامت س5: �إذا كانــت العلامت
والانحــراف المعيــاري لتوزيــع العلامــات ال�أصليــة؟

س6: �إذا كانــت العلامــات المعياريــة المقابلــة للعلامتيــن 85 ، 70 هــي 1 ، -2 علــى الترتيــب. �أحســب العلامــة 
المعياريــة للعلامــة الخــام 75.
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)Standard Normal Distribution( التوزيع الطبيعي المعياري

مثـّـل المعلــم حمــدان علامــات طــلاب مدرســته فــي مــادة 
نشاط

1
الرياضيــات بيانيــاً، كمــا هو في الشــكل المجــاور. �ألاحظ 
�أن هنــاك تجمعــاً لعلامــات الطــلاب فــي المنتصــف، كما 
�أن شــكل التمثيــل البيانــي لتوزيــع العلامــات يشــبه الجرس 

تقريباً. �إن مثل هذا التوزيع يسمى توزيعاً طبيعياً.

الوسط الحسابي للعلامات يقع في الفئة )75-71(
الوسيط للعلامات يقع في الفئة ..................
المنوال للعلامات هو مركز الفئة ................

 �إذا كان الوسط = الوسيط = المنوال يكون التوزيع طبيعياً.
�أتعلم

 التوزيع الطبيعي:
يوجــد العديــد مــن التوزيعــات الاحتماليــة، ومنهــا التوزيــع الطبيعــي، ويعتبــر التوزيــع الطبيعــي مــن �أهــم التوزيعــات الاحتمالية 
أنــه يمثــل كثيــراً مــن الظواهــر التــي تقابلنــا فــي الحيــاة العمليــة، مثــل: ال�أطــوال، والكتــل، وال�أعمــار،  حصــاء، ل� فــي علــم ال�إ

ودرجــات الحــرارة، والدخــول الشــهرية، وغيرهــا مــن الظواهــر المتصلــة.

خصائص التوزيع الطبيعي:
1( التمثيل البياني له منحنى يشبه الجرس، ومتماثل حول المستقيم الر�أسي المار بالوسط.

2( يتساوى فيه الوسط والوسيط والمنوال.
٣( المنحنى متصل.

٤( يقترب المنحنى من المحور س، ولكنه لا يمسه.

التوزيــع الطبيعــي المعيــاري: هــو التوزيــع للعلامــات المعياريــة، وســطه  الحســابي يســاوي صفــراً، وانحرافــه 
المعيــاري يســاوي )1(.

وسنركز في دراستنا هذه على التوزيع الطبيعي المعياري.
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جدول المساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري:
المســاحة الكليــة تحــت المنحنــى الطبيعــي المعيــاري تســاوي وحــدة مســاحة واحــدة، وقــد وضــع العلمــاء جــداول خاصــة 

تبيــن نســبة المســاحة تحــت المنحنــى والمحــدودة بقيمــة معينــة مــن العلامــات المعياريــة.
سنعتمد الجداول الملحقة في نهاية الكتاب والتي تعطي المساحة المحصورة تحت  حيث ع عدد حقيقي.

مثال )1(: باستخدام جدول التوزيع الطبيعي المعياري، �أجد كلاّ من:

)1‚17 = ( المساحة تحت )أ�

)1‚2 = ( المساحة فوق )ب

)1- = ( المساحة تحت )جـ

)0‚5- = ( المساحة فوق )د

)٠,15 =
 2( و )٠,8- =

 ١( المساحة المحصورة بين )هـ

الحل: �أ( المساحة تحت ) = 17‚1( = 8790‚0 ويتم �إيجادها من جدول التوزيع الطبيعي المعياري وتحدد من 

تقاطع الصف 1‚1 ومن العمود ٠,07، حيث �أن تقاطع العمود مع الصف يمثل قيمة المساحة. �ألاحظ الشكل: 

٠ 1‚17

0‚8790
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ب( المساحة فوق ) = 2‚1( = 1 – المساحة تحت ) = 2‚1( = 1 _ 8849‚0 = 1151‚0 �ألاحظ الشكل:

٠ 1‚٢

0‚1151

جـ( المساحة تحت ) = -1( = 1587‚0 مباشرة من الجدول، �ألاحظ الشكل:

٠ ١-

0‚1587
            

د( المساحة فوق ) = -0,5( = 1 _ )المساحة تحت ع = -0,5(

                                = 1 _ 3085‚0 = 6915‚0 �ألاحظ الشكل:

0,5-

0‚6915

)0,15 = 
2( و )٠,8- = 

١( المساحة المحصورة بين )هـ

)0,8- = ( المساحة تحت _ ).,15 = ( المساحة تحت =

٠,3477 = ٠,2119 _ 0,5596 =                 

٠ 0,15

٠,3477

٠,8-
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مثال )2(: �أجد قيمة ع في كل مما ي�أتي:

�أ( المساحة تحتها تساوي 9850,٠ 

ب( المساحة فوقها تساوي 0,6628  

الحل: �أ( المساحة تحت  تساوي ٠,9850 ، �أبحث في الجدول عن المساحة ٠,9850 ، �أجد �أنها تقع عند تقاطع

صف  = 2,1  وعمود 0,07 ، ومنها   = 2,17 ، �ألاحظ الشكل ال�آتي: 

٠ ٢‚17

٠,9850

 تساوي ٠,6628 = 1 _ المساحة تحت  ب( المساحة فوق

0,6628 _ 1 =  المساحة تحت

 0,3372 = 			 

0,42-

٠,6628
من الجدول  = -0,42 �ألاحظ الشكل المجاور:             

ــة التــي ينتجهــا �أحــد المصانــع هــو 1200 ســاعة بانحــراف  ــال )3(: الوســط الحســابي ل�أعمــار المصابيــح الكهربائي مث
معيــاري مقــداره 300 ســاعة، فــ�إذا كانــت هــذه ال�أعمــار تتبــع التوزيــع الطبيعــي واختيــر �أحــد المصابيــح عشــوائياً، فمــا 

النســبة المئويــة ل�أن يبقــى المصبــاح الكهربائــي صالحــاً مــدة تزيــد علــى 1800 ســاعة.
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)
س=١٨٠٠

|
الحل: نسبة �أن يبقى المصباح صالحاً لمدة تزيد على 1800 ساعة = المساحة فوق ) 

  س


 = 

2 =
  1200  1800

 = 
س=١٨٠٠

|300        		

)2 = ( المساحة = المساحة فوق

)2 = ( 1 – المساحة تحت =

                0,0228 = ٠,9772 – 1 =

٠ ٢

0,0228

	        		  النسبة المطلوبة = 0,0228 × %100 = %2,28

مثــال )4(: الوســط الحســابي لكتــل 1000 شــخص يســاوي 65 كغــم، والانحــراف المعيــاري للكتــل 10 كغــم، فــ�إذا 

كانــت الكتــل تتبــع التوزيــع الطبيعــي، فمــا نســبة ال�أشــخاص الذيــن تقــع كتلهــم بيــن 65 كغــم و 95 كغــم؟ ومــا عددهــم؟

الحل: نسبة ال�أشخاص الذين كتلهم بين 65 كغم، 95 كغم

٠ ٣

0,4987

      	   		 = المساحة المظللة في الشكل المقابل.

       �أحول القيمة الخام 95 �إلى علامة معيارية
         س


 =       

3 = 
٩٥ - ٦٥

١٠
 = 

س=٩٥
|

نسبة ال�أشخاص = المساحة بين ) = صفر ، و  = 3(      لماذا؟

                = المساحة تحت ) = 3( – 5,.     لماذا؟

.,5 – 0,٩987  =                

 0,4987 =       	

�أي �أن النسبة المئوية لل�أشخاص الذين تنحصر كتلهم بين 65 كغم و 95 كغم = %49,87 

عدد هؤلاء ال�أشخاص = 1000 × 0,4987 ≈ 499 شخصاً.



18

تمارين ومسائل

آتية: س1: �أجد المساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري في كل من الحالات ال�

)1,38 = ( تحت  ) أ�

)0,90 = ( فوق )ب

)1,5 = ( و )1,5- = ( بين )جـ

آتية: س2: �أجد العلامة المعيارية )( في كل من الحالات ال�

�أ (  المساحة تحت  هي 0,8554

ب( المساحة فوق  هي 0,7734 

جـ( المساحة بين - و  هي 0,6

س3: مدرســة ثانويــة فيهــا 500 طالــب، �أطوالهــم تتبــع التوزيــع الطبيعــي بوســط حســابي يســاوي 165ســم، وبانحــراف معيــاري 

10ســم، مــا نســبة الطلبــة الذيــن تنحصــر �أطوالهــم بيــن 150ســم، 180ســم ؟ ومــا عددهــم ؟

س4: �إذا كان الزمــن الــذي يســتغرقه بائــع جرائــد للوصــول �إلــى �أحــد البيــوت يتخــذ توزيعــاً طبيعيــاً، بوســط حســابي ١٢ 
أيــام التــي  دقيقــة وب�إنحــراف معيــاري دقيقتــان، وكان هــذا المــوزّع ينقــل الجرائــد يوميّــاً علــى مــدار ٣٦٥ يومــاً، مــا عــدد ال�

يســتغرق فيهــا المــوزّع زمنــاً:
�أ( يزيد على ١٧ دقيقة؟

ب( ينحصر بين ٩ - ١٣ دقيقة؟

س٥: �إذا كانــت علامــات 600 طالــب تتخــذ توزيعــاً طبيعيــاً بوســط حســابي 72 وبانحــراف معيــاري 8 وكانــت علامــة 

النجــاح هــي 60، �أجــد:

�أ (  النسبة المئوية للطلبة الذين تقع علاماتهم بين 62، 78

ب( عدد الطلبه الراسبين. 

س٦: تتبــع رواتــب 1000 موظــف فــي �إحــدى الشــركات توزيعــاً طبيعيــاً بوســط حســابي 700 دينــار، وبانحــراف معيــاري 

20 دينــاراً. �أحســب عــدد الموظفيــن الذيــن تنحصــر رواتبهــم بيــن 680 دينــاراً و 740 دينــاراً.
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٢- �إذا كانت �أعمار )5( �أشخاص كال�آتي: 20، 8، 12، 14، 16، �أجد:

1( العلامة المعيارية المناظرة ل�أعمار هؤلاء ال�أشخاص.
٢( الوسط الحسابي للعلامات المعيارية.
٣( الانحراف المعياري للعلامة المعيارية.

١- �إذا كان ق)س( ، هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق على ح بحيث �أن: هـ/)١( = 4، ق/)١( = -1 ،
    ق/)٦( = -2، هـ)١( = 6 ، �أجد )قΟهـ( / )١(.

ورقة عمل

 فما قيمة الثابت  ؟
٢
1- ،  ، ٢

٣- ،
٢
٣- �إذا كانت العلامات المعيارية لخمسة طلاب كما يلي ١،  1

٤- نادي رياضي مكون من 400 عضو تتبع �أعمارهم التوزيع الطبيعي بوسط حسابي 40 سنة وبانحراف معياري 5 �أجد: 

�أ ( عدد ال�أعضاء الذين تزيد �أعمارهم على 50 سنة.

ب( عدد ال�أعضاء الذين تتراوح �أعمارهم بين 35 سنة �إلى 45 سنة.

٥- �إذا كان ق)س( = س2 ، هـ)س( = س – 2 ما قيمة )قΟهـ(/)١( ؟

٦- �أجد القيم القصوى للاقتران ق)س( = س3 + 3س2 + 7
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نموذج اختبار

جابة الصحيحة في كل مما ي�أتي: س1: �أضع دائرةً حول رمز ال�إ

11 ما قيمة الوسط الحسابي )( والانحراف المعياري )( لمنحنى التوزيع الطبيعي المعياري:(

٠ =  ، ١ =  )١      د =  ، ٠ =  )٠     جـ =  ، ٠ =  )١     ب =  ، ١ =  )أ�

22 ما العلامة المعيارية المناظرة للعلامة 77 علماً ب�أن الوسط الحسابي 70 والانحراف المعياري ١٤ ؟(

       		 د( ٢ 		  ب( -0,٥                جـ( ٥,0               	 �أ( -٢ 

3( �إذا كان الوسط الحسابي لمجموعة من المفردات 75 والانحراف المعياري 15 فما العلامة الخام المناظرة للعلامة 

المعيارية  = 2؟

د( ١٠٥                		 �أ(  ١٠٣                ب( ١٠٨                 جـ( 104
:)1,65<< 0,96( ما مساحة المنطقة بين )4

د( 782‚1 		 �أ( 0991‚0	          ب( 1190‚0	        جـ( 812‚1

ص  عندما س= -١ ؟ 
س

5( �إذا كانت ص = )س – 1(٥ ما قيمة 

د( ٨٠جـ( صفرب( ٢٥�أ( ٥

6( �إذا كان ق)س( = س2 ، هـ)س( = س – 2 ما قيمة )قΟهـ(/)١( ؟

د( 4جـ( صفرب( 2�أ( -2

7( �إذا كان ق)س( = س2، هـ)س( = س + 1 فما قيمة )هـΟق(/ )٢( ؟

د( 2جـ( 4ب( 1�أ( 3

 عندما س = 3 ؟   
٢ص 

س٢
8( �إذا كانت ص = )1 – 2س(2 ما قيمة 

د( ٢٠جـ( -٨ب( ٨�أ( -20

ب( ق)س( = س3 – 3س2 		 س٢: �أجد القيم القصوى للاقتران: �أ( ق)س( = - س3 + 3س2 + 7
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ــان للعلامتيــن 71 ، 53 همــا 0,5 ، -1 علــى الترتيــب، �أجــد الوســط  ــان المناظرت ــان المعياريت س2: �إذا كانــت العلامت

الحســابي والانحــراف المعيــاري للعلامــات الخــام لطلبــة الصــف.

أرز بوســط حســابي يســاوي 1,01 كغــم، وبانحــراف معيــاري يســاوي  س3: خــط �إنتــاج فــي مصنــع ينتــج �أكياســاً مــن ال�

0,02 كغــم. �أجــد:

�أ (  نسبة ال�أكياس التي كتلتها �أقل من ١,٠٣ كغم.

ب( نسبة ال�أكياس التي تتراوح كتلها بين 1 كغم  و ١,٠٥ كغم.

س4: �إذا ارتبــط عمــر بطاريــة الســيارة بالمســافة التــي تقطعهــا الســيارة باســتعمال هــذه البطاريــة، وعلــم �أن عمــر �أحــد 

�أنــواع بطاريــات الســيارات يتــوزع توزيعــاً طبيعيــاً بوســط حســابي 100000كــم، وبانحــراف معيــاري 10000كــم. 

ــي الشــهر. �أجــد: ــوع ف ــن هــذا الن ــة م و�أنتجــت �إحــدى الشــركات 20000 بطاري

�أ ( عدد البطاريات التي يتراوح عمرها بين 90000 كم، 110000 كم.

ب( عدد البطاريات التي يزيد عمرها على 120000 كم. 

جـ( النسبة المئوية للبطاريات التي تتراوح �أعمارها بين 80000 كم، 110000 كم.


